Mamemamuyka makmuyerba y4eHUKa OCHO8HUX wikosa Penybnuke Cpbuje wikoncke 2021/22. 200uHe

. Konnko uma wectoumdpeHnx npupoaHux OpojeBa AebuBUX Ca 5, Koju ce
3anucyjy camo uudpama 1, 2, 3, 4, 5 n 6 (Undpe ce He MOHaBIbajy), NpU Yemy
undpe 11 2 He mory 6uTu jegHa fo apyre?

. OcHoBa TpocTtpaHe nupamuge ABCS je jedHakokpako-npaBoyrnu Tpoyrao ABC, ca
npaBuM Yrnom y TeMeHy B, a BpX S ce HOpManHOM MpOojeKLMjoM Ha paBaH OCHOBe
npojekTtyje y Tauky D, Koja je cpeguwTe muue AC. Ako je 6ouHa cTpaHa ACS
npaBoyrnu TPOyrao ca npaBuM Yriaom Koa TemeHa S un SD = V2 cm, n3payvyHaj
nospwuHy nupamuge ABCS.

. Y ckyny uenux 6pojeBa pelun jeiHaumMHy y* + x = xy + 8.

. [a nu je moryhe 6pojese 3, 3%, ..., 3™, 3" nogenuTn y Tpu rpyne (He 06aBe3HO Ca
UCTUM Bpojem enemeHaTa) Tako fAa je MPOW3BOA efleMeHaTa CBake rpyne WcTm,
YKONUKO je: a) n =2022; 6) n=2023?

APXABHO TAKMUYEHE
14.05.2022. rognHe

Vil paspep
. Ha nujaum jepan npopasay npopfaje jabyke, KpyliKke U MaHgapvHe Ha Komag. Ha
HEeroBy Te3ry UCTOBpPEMeHO Jonase ABa Kynua. Y Tom TpeHyTKy npogasal, Uma

227 komapa Bohku. [pBu Kynay je Kynmo % CBYX jabyka, % CBUX KpyLUaKa v ;

CBUX MaHZapuHa. [pyru Kynauy, je Kynvo 1—11 cBux jabyka, % CBUX KpyLIaKa n %

CBMX MaHAapuHa. Konvko komaga jabyka, Kpylaka u MaHAapuHa Cy Kynuam npsu
n gpyru kynau? Konuko komaga jabyka, Kpyllaka u maHAapuHa je umao npopgaBal
npe H1XoBe KynosnHe?

. [dokaxwn fa je L+L+ L +..+ L <l.
36 6:9 9:12 2019-2022 9

. YTpoyrny ABC je 4B =80°. Heka je D Tauka cTpaHunue BC TakBa fia je 4BDA =70°u
AB + BD = AC. Opgpenu mepy yrna ACB.

. [lata cy yeTupu npupogHa 6poja. M3pauyHaBarbem cBrX MOryhux HeHeraTMBHMX
pasnuka oBux 6pojesa fobujamo 0, 2, 3, 5. Onpeam o Kojum 6pojeBuMa je pey ako
je no3Hato ga je 36mp gBa Beha 6poja Tpu nyta Behu o 36mpa fBa mara 6poja.

. Y tpoyrny ABC Baxu BC = 2AC. Heka je D Tauka ctpaHuue BC TakBa aa Baxu ACAD
= 4ABC. CumeTpana cnosalltber yria kof TemeHa C ceye nonynpasy AD y Tauku
E. Nokaxw pa je AE = AB.
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Vil paspen
. Undpa pecetuua kBagpata npunogHor 6poja je HenapHa. okaxun aa je uudpa
jeaMHuMUa Tor KBagpaTa jeHaka 6.

. Hat je Tpane3 ABCD y Koju je ynucaHa KpyXHuUa Koja Ayxy ocHoBuuy AB
Joaupyje y Taukm G Tako aa je AG = 15 cm 1 BG = 10 cm, a kpaha ocHosuua CD =
8 cm. U3pauyHaj noBpmHy Tpanesa ABCD.

. Oppenm ce napose Lenux 6pojesa (m, n) Takeux aa je 3(m? + n?) - 7(m + n) = -4.

. Y YHYTpawWwmOCTU NPaBWIHON LWeCTOyra CTpaHuLe 2 cm aate cy 193 Tauke, mehy
KojuMa He MocCToje TpU KONMHeapHe, a Koje cy obojeHe y 4 6oje. [lokaxun aa
nocToje Tpu NCTOBOjHE Tauke Koje NpefCTaB/bajy TEMeHa Tpoyrfia NoBpLIMHe He

N

Behe og ~—= cm?.
4

. Y yHyTpawmocTu jegHakokpakor Tpoyrna ABC (AC = BC) paTta je Tauka M TakBa ga
je 4AMB = 24ACB. Ha py»un AM opabpaHa je Tauka N TakBa fia je ZCNM = £ACB.
Nokaxw pa je CN = BM + MN.

Viil paspen
. Heka cy x, y, z peanHu 6pojeBu, pasnununti og 0, TakBK Ja Baxu X +y +z=2025u
Xy +yz + zx = xyz. Oppeav BpeAHOCT 13pasa Xy + hikd +ZEX
z X y

. a) Oapeau Koje octaTke nMpw aembewy ca 11 Aajy 6pojsu obnvka n® rge je n
npupogaH 6poj.

6) [lokaxu fia jeaHaumHa x° + y° + Z° = 2022%°22 Hema pelLetba y CKyny NpupoaHUX
6pojeBa.

. Heka je pata npaBunHa TpoctpaHa npuama ABCA'B'C’. Heka je D Tauka Ha
cTpaHuum AA’, TakBa fa je AD : DA’ = 4 : 1. Heka cy E n F Tauke ocHOCMETpUYHe
TemeHnma B n C' y opgHocy Ha npasy BC. Y Kom ogHocy paBaH DEF penwu
3anpemuHy npusme.

. Date cy Tauke A (0, 4) n B(-1, 5). Ha npaBoj y = —x oapean Tauky P Tako fa 36up
JyxunHa pyxun AP n BP 6ypne MuHManaH.

. Cepmopumua rycapa cy nogenunu n3BecHy KONUUKHy 3naTHrKa. [lennnm cy Tako aa
je cBaKo y31Mao OHONMKO KOMMKK je 36up undapa 6poja 3naTHUKa Npe Hero WTo
je oH y3umao. CBaKo je y31Mao TayHO ABa NyTa W Ha Kpajy HWje 0CTao Hu jefaH
3naTHKK. CBU Cy o6MAM NCTY KONMYMHY 3M1aTHMKA, U3Y3€B MaBHOr rycapa Koju je
Jl06v0 BulLLe.

a) Konmko 3natHuKa je 6uno?

6) Konuko 3naTHuKa je obro rnaBHu rycap, a Konmko octanu?

B) Koju je no pegy y3nmara 610 rnaBsHu rycap?
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4. MonasHy jefHauMHY MOXeMO 3anucaTn y obnuky x(y — 1) = y* - 8, a Kako jey = 1,

4_ 4_
y -8 y-1 7 =(y2+1)(y+1)—L. W3 ycnosa xeZ, Baxm
y=1 y-1 y-1i y-1

(y-1|7,na y—1e{-7, =1, 1, 7} . Pewema cy (x, y) € {(-184, -6), (8, 0), (8, 2), (584, 8)}.

pobnjamo x =

nln1)
5. MpowusBop cBux n 6pojeBa je 3 2 . Ako 6pojeBu mMory Aa ce nogene y Tpw rpyne
Tako Aa je Npou3BOA Yy CBaKoj rpynu Uctu (Ha npumep jegHak je A), oHfa mopa fa

L 20232024
2

n(n+1)

byne A’=3 ? . 3akmbyuyjemo aa 3|T. Kako Huje perbuBo ca 3,

3aK/byuyyjemo fa 3a n = 2023 Huje moryhe nogenutu 6pojeBe Ha TPaeHW HaUUH.
Mokaxnmo pa je To moryhe 3a n = 2022. [la 6ucMo 0BO MOKa3anu MoTpebHo je
KOHCTpyuncaTn 6apem jegHy nogeny gatvx 6pojeBa Ha Tpy rpyne Tako Aa je npon3Bon
6pojeBa y CBe Tpu rpyne jegHak, OQHOCHO Aa je 36up u3noxmunaua y cee Tpu rpyne
jegHak. bpojese 1, 2, 3, .., 2021, 2022 MoXeMO NOAENUTN Yy CKYNoBe of MO wwecT
y3acTonHux 6pojesa Ha cneaehun HaumH: {1, 2, 3, 4, 5, 6}, {7, 8,9, 10, 11, 12}, ..., {2017,
2018, 2019, 2020, 2021, 2022}. Y cBakoM 0 OBMX CKYNoBa, 36Mp MPBOr W LIECTOr;
apyror v netor, Tpeher n yeTBpTor 3anucaHor 6poja je jeaHak. [lakne, ako n3 ceakor
CKyna y no jegHy rpyny CTaBMMO MO jeAaH nap nomeHytux 6pojesa, gobuhemo
TpaxkeHy nogeny.

APXXABHO TAKMUYEE

Vil paspep
1. O3HauMO pefioM ca X, y U zZ 6poj jabyKa, KpyLlaka 1 MaHAapUHa Koje je npoaasal

Mao y TPeHyTKy fonacka Kynaua. Kako cy %x, %y " gz npupoaHu 6pojesu, To

3|x,10|y, 7 | z. CnuuHo, Kako cy ﬁx, %y " %z npupofaHu 6pojesu, 10 11| x, 4|y,

5 | z.OpaTne 3akmbyuyjemo fa

H3C(3,11)|x, H3C(10,4) |y, H3C(7,5)|z
Tj. 33| x,20 |y, 35| z. Heka je x = 33x;, y = 20y1, z= 352;, Na Kako je X + y + z= 227, T0
je 33x; + 20y, + 35z, = 227. MNpumetumo ga ce 20y, 3aBpwasa ca 0, a 35z, ca 0 mam 5.
MocmaTpahemo aBa cnyuaja.
1°) Ako ce 35z, 3aBpwaBa ca 0, oHfa ce 33x; 3aBpLIaBa ca 7, a CaMUM TUM X; ce
3aBpLuaBa ca 9, wro je Hemoryhe jep je Beh 9 - 33 =297 > 227.
2°) Ako ce 35z, 3aBplaBa ca 5, oHAa ce 33x; 3aBplUiaBa ca 2, a CaMUM TUM X; Ce
3aBpLaBa ca 4. JeguHa moryha onuuja je x; = 4. OHga je 20y, + 35z, = 95. Jemerem
obe cTpaHe ca 5 pobujamo 4y; + 7z, = 19. JepnHo peweme je (y1, z1) = (3, 1).
Jakne, x = 132, y = 60, z = 35, na je npopasay npe mKxoBe KynosuHe mmao 132
jabyke, 60 kpywaka n 35 mangapuHa. MNpBu Kynay je kynuo 88 jabyka, 18 KpyLaka u
25 maHaapwvHa. pyru Kynau je kynuo 12 jabyka, 15 Kpywwaka v 7 MaHfapuvHa.
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1 11 na-k<azaa>0un0<k<1,Baxu:

nin+1) n n+1
L+L+ 1 +.ot L L (i+i+i+."+ 1 )
3.6 6-9 9:12 2019-2022 9 \1.2 2-3 3 673-674
1( 1 1 1
9 2 2 3
_1( _ ] ) oy
9 674/ 9
3. Heka je E Tauka npaBe CB TakBa fpa je EB = BA n C-B-E. Taga je us ABAD: 4BAD =
180° - 80° — 70° = 30°, na je £EAD = 40° + 30° = 70° = AEDA n AAED je jegHakoKpak

(EA=ED). U3 AE=EB+ BD =AB+ BD = AC cnegn pa je n AAEC jegHakokpak n £ACB =
ZACE=Z4AEC=AAEB =40°.

2.Kako je

4
11 L_L)
3 4 7 673 674

A

<

40° 80°\ (70°
E B D C

4. Heka cy TpaxeHu 6pojeBu a < b < ¢ < d. Heka cy gate pasnuke
b-a,c-a,d-a,c-bd-bd-c.

OHe y3umajy BpegHocTu 13 ckyna {0, 2, 3, 5}. Heke of wux cy jegHake, 1 Baxku aa je

d - a =5, Kao pa3nuka Hajseher 1 Hajmatrber 6poja. Pasnnkyjemo Tpu cyyaja:

a)a=b<c<d.

Tapajeb-a=0,d-a=d-b3a@+b)=c+d,naje6a=c+a+51.4a=c-a +5.

Kako ¢ — a + 5 mopa 61T ae/bnBo ca 4, To 3HauM fJa je c — a = 3, 0faKkne jea=b =2,

c=5d=7.

6)a<b=c<d.

Tapajeb-c=0,d-a=5c-a=b-a.W33(@+b)=c+d je3la+b)=a+b+5,

0fHOCHO 2(a + b) =5, wTo je Hemoryhe.

Bla<b<c=d.

Tapajed-c=0,d-a=c-a=5,3(a+b)=c+d=2(a+5). Lakne, 4b=b-a+ 10,

na b -a+ 10 mopa 6utK ae/brBO ca 4, WTO3HauM fajeb-a=2,najea=1,b=3,c=

d=6.

5. Heka je M cpepuwTe ctpaHuue BC. Taga je AC= CM = MB. Ako je ZACM =y, Taga je
£AMC = £CAM = 90° -%, na je £AMB = 90° +§, Takohe je ZACE =y + 1807_" =

90° +§ = 4AMB. Capa je AACE = ABMA (YCY), opakne je AE = AB.
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VIl paspep
1. Heka je nocmatpaHu npupogHu 6poj obnuka n = 10y + x (x, y cy uudpe). Taga je
n* =100y + 20xy + x, oflakne cneau aa je undpa gecetrua 6poja N HenapHa camo
aKo je u undpa gecetnuia 6poja x? HenapHa, a To je moryhie camo aKo je x = 4 unu x =
6.Y oba cnyuaja umdpa jeanHnua 6poja x%, na v 6poja n?, je 6.

2. O3Haummo ca E, J n | Tauke pgogmpa ynucaHe KpyxHuue n ctpaduua AD, CD v BC,
penom, 1 Heka cy DF n CH BucuHe Tpanesa (h). Ako o3Hauumo DJ = x, Taga je DJ = DE
=FG=x,0=C0=HG=8-x,AE=AG =15, Bl =BG = 10 (cBe BennunHe cy nspaxeHe
y ueHTumeTpuma). Tpoyrnosu AFD u BHC cy npasoyrau n Baxu DA — AF> = DF? = CH?
= CB? - BH?, opakne gobujamo

DA® — AF* = (B* — BH?
(DE +ED)* —(AG — GF)* = (Bl +IC)* — (BG — GH)?
(15+x)* =(15—x)* =(18 = x)* = (2+ x)?

PewwaBarem oBe jeaHaunHe gobujamo fa je x = Ecm, opakne je h =83 cm, na je

nospLmHa P =@'h:132\/§ cm?,

X J

I
15 \/

10

G
A 15-x Fx 8xH 24+x B

3. MMoMHOXWMMO ca 12 0be cTpaHe jeAHaKOCTM U 0CcnoboaMMO ce 3arpaga Kako 6ucmo
dopmmpanu kBaapat 6uHoma. Taga nobujamo: 36m? — 84m + 36n? — 84n = —48, wTo je
€KBWBANIEHTHO jefiHaumHu (6m — 7)2 + (6n — 7)* = 50. bpoj 50 ce Kao 36up ABa
KBajlpaTa Moe HanucaTn Ha Tpy HaurHa 1 + 49,49 4+ 1n 25 + 25.
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Y npeom cnyuajy (1 + 49) pobujamo gajebm—-7=1ummeém-7=-1un6n-7=7 nau
6n — 7 = -7. Kao jenuHo LenobpojHo peluerbe gobujamo (m, n) = (1, 0).

AHanorHo, y apyrom ciyuajy gobujamo pewwetbe (m, n) = (0, 1).

Y tpehiem cnyvajy gobujamo 6m -7 =5unmém-7=-5n6n-7=5mwm6én -7 =-5,
na je oBAe jeanHo peweme (m, n) = (2, 2).

[akne, ckyn LenobpojHux peliera jegHaunHe je (m, n) €{(1,0), (0, 1), (2, 2)}.

4. Hajnpe, npumeTumo ga no [AnpuxneoBom NpuHUmMMY
(193 : 4 =48 (1)) nmamo Hap 49 Tauaka Koje cy ucte 6oje.
Mogenumo wectoyrao Ha 6 jegHaKOCTPaHWUYHUX TPOYrno-
Ba, a 3aTVM CBaKM jefHAKOCTPaHUYHU TPOYrao Ha 4 mama
jeOHaKoCTpaHMYHA TpoOyrna Kao Ha camum (yKynHo 24
nena). Taga ce no InprxneoBom NpuHUMMY Y HEKOM Off TUX
TpoyrnoBa Hanase 6ap 3 ncrobojHe Tauke (49 : 24 =2 (1)).

. . . 3
Kako je noBplwwuHa Tpoyrna y KojeM ce OHe Hanase jefHaka % cm?
(jenHaKOCTPaHMYHM TPOYrao cTpaHuLe 1.cm) 1 Kako Mo YCloBY 3afaTKy NPOM3BObHe

TpuW Tauke obpasyjy Tpoyrao, Te Tpu UCTobojHe Tauke obpasyjy Tpoyrao MoBpLlUKHE

He Behe of ﬁ cm?.

5. Heka je K npeceyHa Tauka npase BM un gyxu CN. Taga
je AKMN jepHakokpakun (AKNM + £NKM = ANMB), na je
MN = MK n ACKB = £CNA (cnosbalutby yrnoBu jefHako-
Kpakor Tpoyrna). Ako o3Haunmo 4.BCK = x, Tapa je £CAN b

=180° - (180° —y) - (y — x) = x, na je ABCK = 4CAN. U3 ‘
jenHakocTun ABa napa yrnosa Tpoyrnosa BCK n CAN cnegn P @
jepHakoct n Tpeher mapa, ma Cy OBU TPOYINOBW U
nogyzapHu (YCY). U3 ose nogyaapHoctu je CN = BK = BM N
+ MK = BM + MN. A B
Viil paspen
1. Baxun pa je:
X+y N y+z LZHX xy(x+y)+yz(y +2z)+zx(z + x)
z X y xXyz
_ xy(2025—2)+ yz(2025— x) + zx(2025— y)
xyz
_2025(xy +yz+2zx)—3xyz _2025xyz—3xyz 2022xyz _ 2022
xyz xyz xXyz '

2. a) Moryhn octauu npu gememwy 6poja n ca 11 cy: -5, -4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,a
ocTauu npu gesbewy 6poja n®cy -1,0, 1.
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Ocratak npu
Jebewy 6poja n

Ocratak npu
Aembetby bpoja n®

6) Kako cy octauu npuv gerbetby NeTor cTeneHa npupogHor 6poja ca 11 jegHaku -1, 0
1 1, To cy Moryfin ocTaum npu fesbetby 36upa x° + y° + 2° jegHakn -3, -2,-1,0, 1, 2, 3.
To 3HauwM Aa ocTauy He mMory 6uTi 4, 5, 6 1 7. MehyTum Kako je 202222 = 4 (mod 11),
TO OBa jelHA4YMHa HeMa pellerba y ckyny N.

3. Heka je a ocHoBHa mBuUa, a H BucrHa npusme ABCA'B'C’. 3anpemuHa npusme

2
ABCA'B'C' je V =#~H. PaBaH DEF nenv npusmy ABCA'B'C' Ha Ba Aena, of Kojux je

jenaH TpocTtpaHa nupamunga DAMN (Bugmn cnuky). Heka je K Tauka Ha npaBoj AA’,
cumeTpuyHa Taukn A’y ogHocy Ha Tauky A. Taga cy Tpoyrnosu ABC n KEF nogyaapHu.

Heka gyxu DE n DF ceky uuue AB n AC pegom y Taukama M n N. Tpoyrnosu DKE n
DAM cy cnnyum (Mmajy 3ajefHUYKM yrao Kop TemeHa D, a yrnoBu Kog TemeHa A,
ofHocHo K, cy oba npaBa). Tpoyrao AMN je jegHakocTpaHuuyHu. O3HaYMMO H€eroBy

cTpaHuuy ca x. Ogatne je a: x = KD : AD, ogHOCHO a:x:(%H):(%H), naje x:ga.
Tapa je 3anpemuHa nupamuge DAMN jegHaka
2
(ia) 3 Ay
Vo) "5 16 oy

4 3 1215
a 3anpemuHa NpeocTanor Aena npusme

v, =V-v, =131 pn 3
4860

\/1:

[akne, TpaxeHun ogHoc 3anpemuHa je V;: Vo =64:1151.
CI
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4. Heka je pata npaBa p v Tauke A 1 B BaH toe. [lokazahemo aa je 36Up ay»KuHa ayxu
AP v BP MuHuManaH ako je {P} = p N A’B, rpe je A’ Tauka cuMeTpuyHa Tauku A y ogHoCy
Ha npaBy p. Heka je P’ # P Tauka npaBe p. Taga je AP+ PB=AP' + PB'> AB=AP +
PB=AP + BP.

B
A
p
\/Pl P
1

Tauka cmmeTpqua Tauku A y ogHOCY Ha npaBy y = —x je Tauka A'(—4, 0). JegHaunHa

)

5. 36up uudapa npupopaHor 6poja Npu Aerbeky ca 9 faje UCTY OCTaTak Kao U Cam
6poj npu pemewy ca 9. Cnean, ako of Hekor 6poja oay3nmamo 36Mp HEroBux
undapa pobujemo 6poj pgemwus ca 9. Lectopuua rycapa cy aobunu uctm 6poj
3NnaTHMKA W fa je Taj 6poj aesbuB ca 9. JearHu nNos3uTMBaH NpupodaH 6poj Koju je
jenHak 36upy cBojux undapa u gewbus ca 9 je 9. [lakne, nocnefwn rycap yseo je
nocneamunx 9 3natHrka. Cap nako MoOXeMo KOHCTpyncaTu 6pojeBe 3naTHIKa Of KOjux
je cBaKm rycap y3ammao OHONIMKO KOnuKH je 36up undapa 6poja 3naTHUKa.

npase A'Bje y —— +? a IbeH npecek ca NPaBoOM y = —x je Tauka P(

NIU'l

6 5 4 3 2 1
bpoj 3naTHMKa y Opyrom Kpyry y3umarba 18 | 27 | 36 | 45 | 54 | 63
bpoj 3naTHMKa y3umaH y gpyrom Kpyry 9 9 9 9 9 9
bpoj 3naTHMKa y NpBOM Kpyry y3umaa 72 | 81 | 99 | 108 | 117 | 126 | 135
bpoj 3naTHMKa y3umaH y gpyrom Kpyry 9 9 | 18] 9 9 9 9

lMeTom rycapy y npBom Kpyry Huje morno octatu 90 3naTHuKa, jep je 36up uudapa

TpouudpeHor bpoja Hajsue 27, a bpojesu og 91 1o 90 + 27 = 117 gerbueu ca geBeT

(99, 108, 117) ymarbeHu 3a 36up umdapa gajy 6pojeBe 99 — 18 =81, 108 -9 =99 u

117 - 9 =108. 3ak/byuyjemo fa je:

a) yKynHo 6uno 135 3naTHuKa;

6) rnaBHu rycap gobuno 27 3naTHKKa, a octanm 18;

B) rMaBHu rycap 6vo netny peay y3umara.

PepHu 6poj rycapa

OO |
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